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DERIVÁCIE FUNKCIE V APLIKOVANÝCH ÚLOHÁCH
1. Celkový zisk podniku je daný funkciou: P(x) = - 450 + 6x - 0,015 x2,  x je počet týždňov, x
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. Zistite, či je výroba podniku v sledovaných týždňoch stratová alebo rastie.

Riešenie:  
P´(x) = 6 - 0,03x

Nájdeme interval, v ktorom je zisk rastúci a v ktorom klesá:

6 - 0,03x > 0 ... x < 200 ... pre x
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... rastie
6 - 0,03x < 0 ... x > 200 ... pre x
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... klesá
Stacionárny bod: 200   V (200;150( ... grafom funkcie je parabola (vetvy smerujú nadol)

Zisk rastie od
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; maximálna produkcia je pre x=200, zisk klesá od
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, pre x=300 je zisk nulový, od tohto bodu je záporný, teda výroba bude stratová, pre x=400 je strata -450.
2. Cena tovaru v časovom úseku 
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 je daná funkciou y = 80 +4t - t2 . Určte čas, kedy cena dosiahla maximálnu hodnotu.
Riešenie:  
y= 80 + 4t – t2
y´= 4 – 2t

y´= 0 ... 4–2t=0 ... t=2 roky

y´´= – 2 < 0 ... cena dosiahne maximum v druhom roku
3. Funkcia celkových ziskov má tvar y = 150 +20 x - 0,02x2, kde x predstavuje množstvo produkcie. Určte, pri akej produkcií bude zisk najväčší.
Riešenie:  

y= 150 + 20x – 0,02x2
y´= 20 – 0,04x

y´= 0 ... 20 – 0,04x = 0 ... x=500 stacionárny bod
y´´= – 0,04 < 0 ... maximum 

y´´< 0 ... 20 – 0,04x > 0

y(500) = 150+20.50 – 0,02.5002 = 5 150

Zisk bude najväčší pri produkcii 500 výrobkov.
4. Farmár chce použiť 100 m pletiva na oplotenie troch rovnakých obdĺžnikových výbehov pre kurčatá. Výbehy majú spoločnú stranu, ktorú tiež tvorí pletivo. Ako má zvoliť  rozmery celého oploteného pozemku, aby jeho obsah bol maximálny?
5. Farmár chce postaviť výbeh pre prasiatka v tvare obdĺžnika tak, že jednou stranou  bude hospodárska budova. Má k dispozícií 20 m pletiva. Určte rozmery obdĺžnika tak, aby jeho plocha bola čo najväčšia.
Riešenie:  

                                 BUDOVA


  x                       x

               y

o= 20m
20 = 2x + y ... y= 20-2x
S= y.x =(20-2x).x = 20x – 2x2 
S´= 20 – 4x

S´= 0... 20 – 4x = 0 ... x = 5m stacionárny bod

y = 20 – 2.5 = 10m 

S = x.y ... S = 10.5 = 50 m2... najväčšia plocha
6. V meste stavajú nový supermarket. Hneď vedľa neho chcú naprojektovať parkovisko s pravouholníkovým pôdorysom. Jedna strana parkoviska má byť tvorená stenou obchodu, zvyšné strany musia byť oplotené. Akú najväčšiu rozlohu môže mať parkovisko, ak dĺžka plota nesmie presiahnuť 280 m?
Riešenie:  

                                 SUPERMARKET

a

             b

o= 280 = a + 2b  ... a=280-2b
S= a.b  ... maximum 

S= (280-2b).b = 280b – 2b2 

S´= 280 – 4b
S´= 0... 280 – 4b = 0 ... b = 70m stacionárny bod

 A = 280 – 4.70 = 140m 

S = a.b ... S = 140.70 = 9 800 m2... maximálna plocha parkoviska
7. Realitná kancelária prenajíma 80 apartmánov. Nájomné na jeden mesiac v každom z nich je 180 €. Podľa prieskumu by každé zvýšenie ceny o 6 € spôsobilo zmenšenie počtu obsadených  apartmánov o jeden. Mesačné náklady na prevádzku jedného apartmánu sú 18€.
      Pri akej cene za jeden apartmán dosiahne realitná kancelária maximálny zisk?

8. Pri dome si chceme ohradiť zeleninový záhon v tvare obdĺžnika, ktorého jednu stranu bude tvoriť múr domu. Máme však len 8 m pletiva. Ako treba zvoliť rozmery záhona, aby jeho obsah bol čo najmenší?

Riešenie:  
       a + 2b = 8  ... a= 8-2b

S= a.b  ...  maximum 

S= (8-2b).b =  – 2b2+ 8b

Budeme hľadať maximum funkcie, ktorá vyjadruje závislosť obsahu záhona od jednej jeho strany.
S´=  – 4b +8 ...   b = 2m, a = 4m, S = 8m2
9. Chceme kúpiť obdĺžnikovú parcelu a výmerou 200 m2 , ktorej jedna strana bude ohraničená hotovou stenou, z troch strán bude treba parcelu oplotiť. Nájdite rozmery parcely tak, aby sme na plot spotrebovali minimum materiálu.

10. Parcela tvaru obdĺžnika je umiestnená v súradnicovej sústave tak, že strany obdĺžnika sú rovnobežné s osami x a y. 

a) Jeden vrchol parcely leží v prvom kvadrante na priamke určenej rovnicou x + 2y = 8.      Nájdite rozmery obdĺžnika, ktoré maximalizujú jeho obsah.

b) Jeden vrchol parcely leží na parabole určenej rovnicou y = 9 - x2. 

      Nájdite rozmery obdĺžnika, ktoré maximalizujú jeho obsah.

11. Koľko elektrických kolobežiek má výrobca predať, aby maximalizoval svoj príjem, pokiaľ je funkcia príjmu v eurách daná rovnicou TR(Q) = -4Q2 + 1 280 Q + 350?
Riešenie:  
TR(Q) = -4Q2 + 1 280 Q + 350    ...   funkcia príjmu

TR´(Q) = -8Q + 1 280
TR´(Q) = 0  ...   -8Q + 1 280 = 0 ... Q = 160 ... stacionárny bod

       TR´(Q) = -8 < 0 ... maximum 
Musí predať 160 kolobežiek  ...   za  TR(160) = -4.1602 + 1 280.160 + 350 = 102 750 eur.   
12. Pacientovi bol podaný liek a t hodín po podaní bola  nameraná koncentrácia v pečeni   

vyjadrená funkciou  c(t)= -0,025 t2 + 1,8t.  
a) Kedy dosiahne liek maximálnu koncentráciu? 

      b) Kedy bude liek z pečene úplne eliminovaný?
Riešenie:  

a) maximálna koncentrácia

c ´(t)= – 0,05t +1,8

c ´(t)= 0   ...   0,05t =1,8   ...   t = 36 hodín
b) c (t)= – 0,025t2+1,8t

aby bol liek úplne eliminovaný c(t) = 0

0 = – 0,025t2+1,8t

0 = t.(– 0,025t+1,8)

t1=0  ...   – 0,025t+1,8 = 0 ... t2=72 hodín  
13. V závode na výrobu kalkulačiek zistili, že pokiaľ vyjadria výnos a náklady ako funkciu premennej x predstavujúcu počet kalkulačiek v tisícoch vyrobených za 1 h, dostaneme funkciu:

Pre výnos: R(x) = 9x
Pre náklady: C(x) = x3 - 6x2 + 15 x 

Určte, pri akom objeme výroby bude mať továreň najväčšie zisky p(x).
Poznámka:    Zisk = výnos - náklady
14. Monika sa na test z ANJ naučila 80 nových slovíčok. Nasledujúca funkcia udáva, koľko slovíčok si pamätá po t dňoch:  W(t) = 80(1 - 0,1t)3.
      Aká je okamžitá rýchlosť zmeny počtu slov, ktoré si Monika pamätá po uplynutí 5 dní?
15. Peter si zobral prvú dávku predpísaného lieku. Množstvo lieku v mg v Petrovom krvnom obehu po t hodinách je dané nasledujúcou funkciou: M(t) = 20. e-0.8 t. Aká je okamžitá rýchlosť zmeny  zostávajúceho množstva lieku v Petrovom krvnom obehu po 1h?
Riešenie:  
Okamžitá rýchlosť zmeny
M´(t)=  20. e-0.8 t. (-0,8t)´

M´(t)=  20. e-0.8 t. (-0,8)
M´(t)=  -16. e-0.8 t
t = 1h   ...   M´(t)=  -16. e-0.8 .1= -7,2 mg/h

Okamžitá rýchlosť zmeny zostávajúceho množstva lieku v Petrovom krvnom obehu po 1h je  -7,2 mg/h.
16. Funkcie C nám udáva, koľko eur stojí skartovanie w kg dôverných dokumentov jednej firmy:

C(w) = 0,001 w3 - 0,15 w2 + 7,5 w. Aká je okamžitá rýchlosť zmeny nákladov na skartovanie, keď

dokumenty majú hmotnosť  10 kg?

Riešenie:  
C(w)=  0,001 w3- 0,15w2+ 7,5w
C´(w)=  0,003 w2- 0,3w + 7,5

Okamžitá rýchlosť  zmeny nákladov na skartovanie je pre w = 10kg.

C´(10)=  0,003.102- 0,3.10 + 7,5 = 4,8 eura/kg.
17. Vypúšťame vodnú nádrž. Funkcia V je objem vody  v nádrži v litroch v závislosti na čase v min.

Vysvetlite tvrdenie:  Sklon dotyčnice ku grafu funkcie V sa v bode  t =7 rovná -3.
Riešenie:  
     V                                            α – sklon dotyčnice v danom čase
                                                   tg α = kt = V´(t) = -3 ...  kt je smernica dotyčnice        
                          α                       V´(t) = -3 znamená, že objem vody v čase 7minút klesá okamžitou 
                                                    rýchlosťou -3l/min.
                           7          t            Znamienko – znamená, že objem klesá a +, že sa bude napĺňať.
                                                         Derivácie potrebujeme na vyjadrenie zmeny okamžitej rýchlosti.
18. Sud  je postupne naplňovaný vodou. Objem vody v litroch, ktorý je v sude po t sekundách je daný lineárnou funkciou V(t) = 2/3 t. Určte rýchlosť zmeny hodnôt.

19. H udáva výšku stromu v cm za t týždňov po jeho vysadení. Vysvetlite nasledujúci zápis: H´(5) = 3.
Riešenie:  

H´(5) = 3 ... po 5 týždňoch strom rástol rýchlosťou 3cm za týždeň
20. Firma potrebuje postaviť  nový sklad na svoje výrobky. Výhodne sa im podarilo kúpiť materiál na obvodové steny celkovej dĺžky 32 m a výšky 4 m. Vypočítajte, aké majú zvoliť rozmery skladu v tvare kvádra, aby sa doň vmestilo čo najviac tovaru.

Riešenie:  
2a+2b = 32/:2
a + b = 16 ... b = 16 – a

Objem má byť maximálny. V = a.b.c   ...  V = a. (16 – a). 4  ...  V = 64a – 4a2
V´= 64 – 8a   ...  prvá derivácia objemu

V´= 0  ...  64 – 8a = 0 ... a=8m stacionárny bod
Ak a = 8 ...  b= 16 – a ...  b= 16 – 8 = 8
V´´= – 8 < 0 ... maximum 
Objem skladu bude V = a.b.c  ...  V = 8.8.4 = 256 m3.
21. Pri testovaní stroja sa zistilo, že jeho výkon P(x) závisí od nastavenia hodnoty x podľa vzťahu  
      P(x) = 14x −10 − x2 . Ako treba nastaviť hodnotu x, aby bol výkon maximálny?
Riešenie:  

P(x)= 14x – 10 – x2
P´(x)= 14 – 2x
P´´(x)= –2 < 0 ... maximum
P´´(x)= 0 ... x = 7 ... nastavená hodnota
22. Jama s objemom 500 m3 má tvar kvádra so štvorcovou podstavou so stranou x a hĺbkou h. 
       Pri akých rozmeroch x a h   bude   mať jama minimálny povrch? 
Riešenie:  

V = x2 .h  ...  500 = x2 .h  ... h = 500/x2 

S = x2 + 4xh  ...  S = x2 + 4x.( 500/x2 ) = x2 + 2000/x

S ´= 2x – 200x-2 = 2x –  200/x2 

S ´= 0 ...  2x – 200x-2 = 0 ...  2x3 – 2000 = 0  ...  x3 = 1000  ... x = 10 m ...   h = 500/100 = 5 m                                                                                                   
23. Teleso sa pohybuje po dráhe s = t2 – t3/3 + 3t + 8  metrov. Vypočítajte, za aký čas sa   
   zastaví.
Riešenie:  

v(t)= s´(t)  alebo  v = ds/dt
v = s´= 2t – t2+3   ...  rýchlosť  telesa
v´= 0 ...   – t2+ 2t +3 = 0   ...    t2 – 2t –3 = 0  ...   (t-3). (t+1) = 0   ...   t = 3s

s = 9 – 27/3 + 9+ 8   ...   s = 22m   ...   dráha, ktorú prešlo teleso   
24.  Počas leta stavala skupina študentov kajaky v prenajatých priestoroch. Nájom predstavoval 
     240 eur a materiál na stavbu jedného kajaku 10 eur. Kajak sa dá predať za 70 eur.
     a) Koľko kajakov musia predať, aby boli ziskoví? 

     b) Koľko kajakov musia predať, aby bol zisk 180 eur?

25.  Celkové týždenné náklady v tisícoch eur na výrobu x kusov výrobkov sú dané funkciou

     C(x) = 0,1x2 + x + 300. Funkcia celkových mesačných výnosov je R(x) = 38x − 400. 

    Nakreslite grafy oboch funkcií, nájdite bod zlomu a určte, kedy je výroba zisková.

26. Celkové mesačné náklady v eurách na výrobu x kusov výrobkov sú dané funkciou 
    C(x) = 2x + 72. Predajná cena bola stanovená na 7,8 − 0,1x eur za kus. Určte rovnicu funkcie    

    celkových mesačných výnosov R(x). Nakreslite grafy oboch funkcií, nájdite bod zlomu a určte,   

    kedy je výroba zisková. 

27. Výška nákladu miestnych novín o t rokov odteraz bude C(t) = 50t2 + 100t + 10 000 kusov. 

     a) Akým tempom bude rásť náklad novín po t rokoch odteraz?

     b) Odhadnime tempo rastu nákladu novín počas šiesteho roka.

Riešenie:  

a) Ide o rýchlosť zmeny funkcie (o koľko kusov sa zmení náklad za jeden rok)

C (t) = 50 t2 + 100t + 10 000

C ´(t) = 100t + 10 000  ...  rýchlosť zmeny ...  tempo akým bude náklad novín rásť po t rokoch odteraz
b) Ide o rýchlosť zmeny nákladu po uplynutí 5 rokov
C´ (5) = 100.5 + 100 = 600 kusov

Náklad novín vzrastie počas šiesteho roka o 600 kusov.

28. Akciová spoločnosť má fixné mesačné náklady na výrobu q kusov výrobku 28 000 € a

variabilné mesačné náklady 0,4q + 222 € na jeden vyrobený kus. 
     Predajná cena jedného výrobku je p = 1 250 − 0,6q.  Určte:

      a) kedy je výroba zisková, 

      b) ponuku, ktorá maximalizuje mesačné príjmy, 

      c) úroveň produkcie, pri ktorej firma dosahuje maximálny zisk
29. Celkové mesačné náklady v tisícoch eur na výrobu x kusov výrobkov sú dané funkciou
       C(x) = 7 500−60x. Funkcia celkových mesačných výnosov je R(x) = 100x − x 2 + 2 700.
 Nakreslite grafy oboch funkcií v jednom súradnicovom systéme a zistite, kedy je výroba

zisková. Určte úroveň produkcie, pri ktorej firma dosahuje maximálny zisk. 
30.  Celkové mesačné náklady v eurách na výrobu x kusov výrobkov sú dané funkciou

 C(x) = x + 90. Predajná cena bola stanovená na 2 − 0,001x eur za kus.

 a) Určte, kedy je výroba zisková.
 b) Určte ponuku, ktorá maximalizuje mesačné výnosy.

 c) Určte úroveň produkcie, pri ktorej sa dosiahne maximálny zisk.

31. Predpokladáme, že náklady na výrobu q kusov tovaru sú C(q) = q2 + 13q + 625. 

 a) Pri akej výške produkcie sú priemerné náklady na jeden kus minimálne?

 b) Pri akej výške produkcie sú priemerné náklady na jeden kus rovné marginálnym nákladom?

 c) Nakreslite grafy funkcií priemerných nákladov a marginálnych nákladov v jednom systéme  
32. Celkové týždenné príjmy v eurách z predaja q kusov žehličiek sú R(q) = −3q2 + 102q − 300.

 a) Pri akej výške predaja sú priemerné týždenné príjmy na jeden kus tovaru maximálne?

 b) Pri akej výške produkcie sú priemerné týždenné príjmy na jeden kus rovné marginálnym 

     príjmom?

 c) Nakreslite grafy funkcií priemerných príjmov a marginálnych príjmov v jednom systéme súradníc.
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